Kapitola 10

UvoD DO NUMERICKYCH METOD

Posledni kapitola je vénovand nékolika vybranym metoddm numerické matematiky. Jde o
matematickou disciplinu, ktera problémy analyticky obtizn¢ feSitelné nebo netesitelné, pieva-
di na algoritmy, pouzivajici pouze jednoduché aritmetické operace. Casto to znamené nahra-
zeni veli€in, jejichz pfesnou hodnotu nejsme schopni urcit, jejich aproximacemi a hledani
pfiblizného feseni ulohy.

Na rozdil od klasickych metod matematické analyzy nastal v poslednich desetiletich velky
rozvoj numerickych metod v souvislosti s moznostmi vyuziti vypocetni techniky. Pro feseni
uloh této kapitoly bude stacit kalkulacka, ale feSeni problému praxe vyzaduje vétSinou nasa-
zeni pocitace a vhodného software.

10.1 I*IPFibliZné FeSeni algebraickych rovnic

Algebraicka rovnice

Definice 10.1.: Algebraickou rovnici stupné n rozumime rovnici P,(x)=0.

Poznamka: 1) Resenim (kofenem) algebraické rovnice je kazdé &islo (redlné nebo komplex-
ni), které je kofenem polynomu P, (x). Algebraicka rovnice P, (x) =0 tedy ma celkem n ko-
fenti (viz podkapitola 3.1.). V nasledujicich ulohach (pokud nebude uvedeno jinak) se vSak
budeme zabyvat pouze hledanim realnych kofentl.

2) Vzhledem k tomu, ze komplexni kofeny se vzdy vyskytuji ve dvojici (komplexné sdruzené
koteny), ma kazda algebraicka rovnice liché¢ho stupné alesponi jeden realny koten.

Algebraické rovnice umime fesit pron =1, 2 (linedrni a kvadratické rovnice).

Pro n=3,4 je mozné urcit kofeny rovnice pomoci tzv. Cardanovych vzorct. Jsou vsak slozi-
té a v praxi se ptili§ nepouZivaji.

Pokud jsou kofeny celociselné, umime je urcit rozkladem na soucin kofenovych Ciniteli s
vyuzitim Hornerova schématu (viz 3. kapitola).

Kofeny umime ur¢it také pro binomickou rovnici. Je to algebraickd rovnice tvaru x" +a, =0.
Pro n =2 se jedné o kvadratickou rovnici.

Pro n =3 rozloZzime levou stranu rovnice pomoci vzorce a’ +b°.

Pro n >4 plati :

e binomicka rovnice lichého stupné ma prave jeden redlny kofen  x, = \/—_an =— "\/Z ,
zbyvajicich n—1 kofent je komplexnich,

e Dbinomicka rovnice sudého stupné je bud’ fesitelna rozkladem na soucin, nebo ma pouze
komplexni kofeny.




2 Matematika

Priklad 10.1.

Urdete realné kofeny rovnic: a)x* +1=0, b) x* =4=0, ¢) x* +6=0.

ReSeni: a) Pro realny kofen binomické rovnice x* +1=0 plati x* =—1, tedy x, =3—1=—1.
Zbyvajici kofeny x,,x,,x,,x, jsou komplexni a pro jejich urceni by bylo tfeba pouzit gonio-
metricky tvar komplexniho ¢isla.

b) Binomickou rovnici sudého stupné x* —4 =0 je mozné fesit rozkladem na sou¢in ¢initel :
(x> =2)(x*+2)=0,

(x—ﬁ)(x+ﬁ)(x2 +2)=0.

Tedy realn€ koteny jsou x,, = +1/2 , komplexni Xy, = V21,

¢) Binomicka rovnice sudého stupné x* +6 =0 ma pouze komplexni kofeny k jejichz nale-
zeni je tfeba pouzit goniometricky tvar komplexniho ¢isla.

V ptipadé necelociselnych redlnych kofeni miizeme urcovat piiblizné feseni algebraickych
rovnic grafickou nebo numerickou metodou.

Grafické reSeni

Pti feSeni algebraické rovnice grafickou metodou nejprve danou rovnici P,(x) =0 upravime
natvar f(x)= g(x). Polynom P (x) pfitom rozdélime na dvé funkce f(x) a g(x) tak, aby-
chom jejich grafy uméli nakreslit. Realné kofeny rovnice P,(x)=0 jsou pak rovny x-ovym
soufadnicim priisecikt kiivek y = f(x) a y = g(x).

Priklad 10.2.

Grafickou metodou urdete piiblizné feSeni rovnice x° —6x+2=0.

ReSeni: Rovnici x* —6x+2=0 upravime na tvar x° =6x—2 a nakreslime funkce f:y=x’

ag:y=6x-2.

A o}

Z obrazku odhadneme x-ové soufadnice prisecikii obou kiivek : x; =-2,7, x, =0,3, x; =2,2.
To jsou soucasné piiblizné hodnoty kofenti dané algebraické rovnice (skute¢né hodnoty koie-

nt S piesnosti na 4 desetinnd mista jsou x, =—2,6017;x, =0,3399;x, =2,2618).

Poznamka: Graficky miZzeme fesit i jiné rovnice neZ algebraické.
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Numerické reSeni

Pfi numerickém feSeni algebraickych rovnic nejprve pomoci vét o kofenech ziskdme informa-
ce o kofenech rovnice. Pak ur¢ime intervaly co nejmensi délky, ve kterych lezi koteny rovni-
ce a na zaver pomoci nékteré z aproximacnich metod uréime piibliznou hodnotu koteni rov-
nice s pfedepsanou piesnosti. Postup numerického feseni muzeme rozdélit do nasledujicich tii
krokd:

e Urceni poctu kladnych a zapornych kotenti rovnice a urceni intervalu, ve kterém lezi vSe-
chny reédlné koteny.

Algebraickou rovnici P,(x) =0, jejiz koeficient a, je roven jedné, budeme v souladu s ozna-
¢enim polynomu nazyvat normovanou.

Kazdou algebraickou rovnici je mozné vydélenim koeficientem a, pfevést na rovnici normo-
vanou.

V nasledujicich vétach jsou shrnuty dalezité informace o kofenech algebraickych rovnic, kte-
ré budeme dale vyuzivat pii jejich hledani.

Pocet realnych koient rovnice v daném intervalu

Véta 10.2.: (Bolzanova)
Jestlize P, (a)- P,(b) <0, leziv intervalu (a,b) lichy pocet kofent rovnice P,(x)=0.
Jestlize P (a)-P,(b)>0, lezi vintervalu (a,b) sudy pocet kofend rovnice P, (x)=0 nebo

zde nelezi zadny koten rovnice.

Pocet sudych a lichych kofenii rovnice

Véta 10.3.: (Descartova)
Rovnice P, (x) = 0 ma tolik kladnych kofent, kolik znaménkovych zmén ma posloupnost koe-

ficientt a,,q,,a,,...,a, polynomu P, (x)nebo jich ma o sudy pocet méné (nulové koeficienty
pfitom nepocitame).

Pocet zapornych kofenti ur¢ime stejnym zpisobem z polynomu P, (—x).

Hranice intervalu reilnych kofent rovnice

Véta 10.4.: Pro vSechny realné kofeny x, normované rovnice P, (x)=0 plati |xi| <1+ 4, kde

|

A = max {| a,

a, a

) geesy n

Realné kotfeny tedy lezi v intervalu (-4—1,4+1).

Priklad 10.3.

Urdete: a) pocet kladnych a zapornych kofenti rovnice x* —2x° —5x* +1=0, b) interval, ve
kterém lezi vSechny realné kotfeny této rovnice.

ReSeni: a) Pro odhad poétu kladnych a zapornych kofent pomoci véty 10.3. uréime podet
znaménkovych zmén v posloupnosti koeficientt této rovnice. V posloupnosti (1,—2,—5,1)
jsou dvé znaménkové zmény, tedy rovnice ma 2 kladné kofeny nebo nema Zadny kladny ko-
fen.

Pro odhad poctu zapornych kofenii vytvoiime polynom P, (—x) = (—x)* —2(-x)* —5(-x)* +1.
Tedy P (—x)=x"+2x’ —5x* +1. Znaménkové zmény v posloupnosti (1,2,—5,1) jeho koefi-
cientll jsou dv€. Proto mé zadana rovnice 2 zadporné kotfeny nebo nemé zaporny koten.




4 Matematika

1. 2. 3. 4
pocet kladnych kotentt |2 0|2 |0
Celkem nastane jedna ze ¢tyf moznosti: | pocet zapornych kotenti |2 (2 [0 | O

pocet komplex. kotentt |0 |2 |2 |4

b) Protoze jde o normovanou rovnici, ur¢ime ¢islo A z véty 10.4. jako maximum koeficienti
polynomu, tedy cisel {|1 =215
lezi v intervalu (-5—-1,5+1) = (-6,6).

1|}: 5. VSechny realné kofeny zadané rovnice tedy

5 >

e Separace kotent.
Separaci kofent rovnice rozumime urceni intervalii, ve kterych lezi pravé jeden kofen dané
rovnice. Vyuzivame pfitom Bolzanovu vétu, podle které v intervalu (a,b), ve kterém maji

hodnoty P,(a) a P,(b) rizna znaménka, lezi alespon jeden kofen rovnice P,(x)=0.
Postupujeme tak, ze interval (—4—1, 4 +1) rozdélime na mensi intervaly a pomoci Hornerova
schématu hleddme ten zpodintervali (x;,x;), VvjehoZ krajnich bodech plati
P, (x;) P,(x;) <0.Zde musi leZet podle Bolzanovy véty kofen. Podle této véty mize v inter-
valu (x;,x;) lezet i vice kofenil a naopak kofeny mohou lezet i v intervalech, v jejichz kraj-
nich bodech plati P,(x;)-F,(x;)>0. Abychom provedli uplnou separaci, museli bychom
provést jemnéjsi déleni jednotlivych intervald. Pokud vSak naSim cilem bude nalézt alespon
Jeden (libovolny) kofen dané rovnice, sta¢i urcit jediny interval (x;,x;), pro ktery plati
P,(x)-B,(x,) <0.

Separaci je mozné provadét také graficky nebo s vyuzitim metod diferencialniho poétu. Jestli-
ze napiiklad derivace P,(x) neméni znaménko v intervalu (x,,x;), Vjehoz krajnich bodech
plati P,(x;)-P,(x;) <0, je zde funkce P, (x) stale rostouci (nebo klesajici) a rovnice P,(x)=0

ma v tomto intervalu jediny redlny koten.

Priklad 10.4.
Proved’te separaci kofenti rovnice: a) x* —=3x> —x+2=0,b)x’ +x—-1=0.
ReSeni: a) Jde 0 normovanou rovnici, kde 4 = max {| 1L[=3L-1]|2] }: 3. Redlné kofeny

lezi tedy v intervalu (—4,4). Tento interval rozdélime na intervaly délky 1 a pomoci Hornero-

2 2

va schématu vypoéteme hodnotu polynomu P(x) = =x’ —3x> —x + 2 V krajnich bodech jed-
notlivych podintervali.
I -3 -1 2 |sgnP(x,)
-411 -7 27 -106 -
-311 =6 17 =49 — Podle Bolzanovy véty ma rovnice kofeny V interva-
211 =5 9 —16 - lech (-1,0),(0,1),(3,4). Protoze jde o algebraickou rov-
111 =4 3 -1 - nici, ktera ma pravé 3 koteny, provedli jsme uplnou
011 =3 -1 2 + separaci.
1 ({1 -2 -3 -1 -
211 -1 -3 -4 -
3 (1 0 -1 -1 -
4 11 1 3 14 +
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-1 | }: 1. Realné koteny lezi tedy v inter-

b) Jde o normovanou rovnici, kde 4 = max {|1

> 2

valu (-2,2).Pomoci Hornerova schématu hledime znaménkovou zménu v krajnich bodech

podintervalii tohoto intervalu.

10 1T —11sgnP(x;) | 7. aménkovd zména nastala jen v intervalu (0,1). Zbylé
-2/1 -2 5 -11 _ dva realné koteny, které algebraickd rovnice miize mit, je
-1/ -1 2 -3 - mozné hledat dalSim délenim intervalti nebo pomoci dife-

o1 0 1 -1 - rencialniho poctu.
1|1 1 2 1 +
2 |1 2 5 9

Derivaci funkci y = P(x) = x” + x—1 dostaneme y’' =3x” +1.

Vzhledem k tomu, Ze prvni derivace 3x” +1> 0, je funkce v intervalu (-2,2) rostouci, a ma
proto s osou x nejvyse jeden prusecik. Tedy zadana algebraicka rovnice ma pouze jeden real-
ny kofen. Je to ten, ktery lezi v intervalu (0,1) .

e Aproximace kofent.
Pro interval, ktery jsme ziskali separaci, ur¢ime piibliznou hodnotu kotene s libovolnou ptes-
nosti nékterou z aproximacnich metod. Nejjednodussi z nich je metoda ptleni intervalu.

Metoda vychazi z predpokladu, ze na zakladé separace jsme urdili interval (a,,b,), V jehoz

krajnich bodech plati P, (a,)- P,(b,) <0, a ve kterém tedy lezi kofen rovnice P, (x)=0.Prvni

a, +b,

aproximaci tohoto kofene nazveme ¢islo x, = . Druhou aproximaci x, ur¢ime stejnym

zpusobem v tom z intervalt (a,,x,), (x,,b,), Vjehoz krajnich bodech méa polynom P, (x)
rizna znaménka. Tento interval ozna¢ime (a,,b,). Popsany postup opakujeme dokud chyba
aproximace neni mensi nez je piedepsana chyba vypoctu. Pfitom chyba aproximace x, je

b, —a,

maximalné rovna ¢islu , tedy poloving intervalu (a,,b,).

Vypocet zapisujeme do nasledujici tabulky:

b b, —
k|a, |b xk=% P(x,) chyba="Tak

2
V prvnim sloupci je potadové Cislo aproximace, ve druhém a tfetim je aktudlni interval, ve
ctvrtém je priblizna hodnota kotene pfi k-té aproximaci, v patém sloupci je funkéni hodnota
P (x,) (na zaklad€ jejihoZz znaménka budeme vytvafet novy aktualni interval) a v Sestém
sloupci je maximalni chyba, které se dopustime, kdyZ ptesnou hodnotu kotfene nahradime k-

tou aproximacit x, .

Priklad 10.5.
Ur&ete pfibliznou hodnotu nékterého z redlnych kotent algebraické rovnice x°—6x+2=0 s
pfesnosti 0,08.



6 Matematika

ReSeni: Jde o normovanou rovnici, kde 4 = max {|1},| =6],|2| } = 6 . Redlné kofeny tedy lezi

vintervalu (=7,7). Pomoci Hornerova schématu hleddme znaménkovou zménu v krajnich
bodech intervali, na které interval (—7,7) rozdélime. Vzhledem k jeho délce volime délku dil-
¢ich intervalt 2 jednotky.

Y | 77 | =S =3[ 1357 |

P(x,) | -300 | -93|-7| 7 [-3|11]97 |304 |

Ze znaménkovych zmén vyplyva, ze kofeny lezi v intervalech (-3,-1), (-1,1), (1,3). Meto-

dou puleni intervalu budeme zpfesinovat napt. koten, lezici v intervalu (1,3). Symbolem +

nad ¢islem oznacujeme, zda hodnota polynomu P, (x) je vV tomto bod¢ kladna ¢i zaporna.

k| a, b, X, = @ P (x,) | chyba = bk%ak
1 - 3" 2 -2 1

21 27 3" 2,57 2,625 0,5

31 27 2,57 2,25" -0,109 0,25
41225 | 2,57 2,375" 1,147 0,125
512,25 2375 2,3125 0,0625 < 0,008

Piibliznym feSenim rovnice x’—6x+2=0 je &islo x; =2,3125 s chybou mensi nez 0,08.
Z prib&hu vypoctu je ziejmé, ze chyba bude ve skutenosti mensi nez 0,0625 .

Ulohy 10.1.
1. Pomoci Hornerova schématu urcete vSechny kofeny algebraické rovnice:

a) P(x)=x" —3x* +x* —3x% —2x+6,

b) P(x)=x" —3x* —5x° +15x% +4x-12,

c) P(x)=x* +3x" —4x.

2. Odhadnéte pocet kladnych a zapornych kotenti algebraické rovnice, interval, ve kterém lezi
a separujte je:

a) x> —x> +x+2=0,

b) x° —4x* +3x’ +5x* —8x+4=0,

c) x*—4x’ —x*+2x-5=0,

d) x*—6x’ +9x* -5=0.

3. Reste algebraické rovnice v oboru R s danou piesnosti:

(pokud ma algebraicka rovnice vice redlnych kofentl, urcete alespon jeden)

a)x’ — 2x”> + 4 = 0s presnosti 0,05

b) x* + 5x —2 =0 s presnosti 0,08

¢)x’ —3x* —2x> +2x> +2x+1=0 s presnosti 0,05
d)x’ +x*> —3x—1=0 s pfesnosti 0,06

e)x’ —x* +3x+1=0 spiesnosti 0,06
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Vysledky uloh 10.1.

Lay{+1, 3 £i2 |, {1 -1, 2,-2,3}, 9{0,1,-2,-2}.

2.a) 1 klad,1 zap; koteny lezi v int. (-3,3) ; separace: (—1,0), 2 komplexni kof.,

b) 4, 2 nebo 0 klad,1 zap; koteny lezi v int. (—9,9) ; separace: (—2,—1), x =2 je dvojnasobny
kof., 2 komplexni koten, c¢) 3 nebo 1 klad,1 zap; koteny lezi v int.(—6,6) ; separace: (-2,—1),
(4,5), x =2 je komplexni koten,

d) 4, 2 nebo 0 kl,1 zap; kofeny lezi v int.(-10,10); separace: (—1,0), (1,3/2), (3/2,2), (3,4).
3.a)x =-1,13039, b) x = 0,40625 ,c) x, =—0,841189; x, =1118075; x, =3,35755;

d) x, =-2,170086; x, =-0,311108; x, =1,48119, €)x = —0,295598 .

10.2 Aproximace funkce

Pfi numerickém feSeni Gloh Casto nahrazujeme funkci f(x), jejiz pfesny tvar nezname nebo
ktera je ptilis slozita, funkei ¢(x), ktera piavodni funkci f(x) vhodnym zpGsobem ,,napodo-
buje* a pfitom se snadno zpracovava. Takovou funkci ¢(x) budeme nazyvat aproximaci
funkce f(x). Funkci ¢(x) nejcastéji byvaji polynomy. Budeme se zabyvat tfemi riznymi
zpusoby aproximace.

e !*lAproximace Taylorovym polynomem

Tento zplsob aproximace funkce se pouziva v piipade, ze hledame funkci ¢(x), ktera co nej-
pfesnéji vyjadifuje danou funkci f(x) Vv okoli bodu x,. Znadme-li hodnotu prvnich n derivaci
funkce f(x) vbodé x,, vytvoiime polynom, ktery bude mit tyto derivace v bodé x, stejné.

Vznikly polynom budeme nazyvat Taylortv polynom.

Taylortav polynom

Definice 10.5.: Necht funkce f(x) mabod¢ x, derivaci az do fadu n. Pak polynom

f( Xo) S (%) +f('”( 0)
2

T,(x)=f(xg)+——(x—x,) + (x_xo)2+~-- (x—xy)"

se nazyva Taylorovym polynomem stupné n funkce f(x) v bod¢ x,.

Tayloriv polynom pouzivame pro piiblizny vypocet hodnot funkce f(x) V ryzim okoli bodu

x,. Pro x, = 0se nazyva Taylorv polynom také Maclaurinovym polynomem.

Taylorova véta

Véta 10.6.: Necht funkce f(x) ma v okoli bodu x, spojitou derivaci fadu n+1. Pak pro
kazdeé x z tohoto okoli plati :

S(x)=T,(x)+R,,(x),
kde T (x) je Tayloriv polynom stupné n funkce f(x) vbodé x, a R, (x) je zbytek, pro

@)
(n+1)!

ktery plati R, (x)= (x—x,)"", kde a e (x,,x).




8 Matematika

Zbytek vyjadiuje chybu, které se dopustime, nahradime-li funkci f(x) Taylorovym polyno-
mem 7 (x). Z tvaru zbytku je zfejmé, Ze tato chyba je mala a plati f(x) =7, (x), jestlize bod
X je blizko bodu x,, stupeti polynomu n je velky, a derivace f*"(x) je v okoli bodu x, mala.
Pro urceni chyby je tieba odhadnout hodnotu derivace fadu (n + 1) funkce v okoli bodu x,.
Pokud je zde ‘ fo (x)‘ < M, pak pro chybu aproximace plati

n+l

n+l ( )|

1)'| —

Piiklad 10.6.
Napiste Taylortiv polynom 4. stupné funkce f:y=+/x+1 Vvbodé¢ x, =3.

Reseni: Nejprve vypocitdme funkéni hodnotu a derivace 1.-4. f4du dané funkce v bod€ x,, = 3.

fo)= fB)=3+1=44=2,
(%) = [(x+1) J =—(X+1) E —#m, f(3)—7=i,

S(x )—l (——j-(x+1)2:_—1 £'(3) = L
2 2 4+ afg 327
~1( 3 2 3 3 3

M) = —| =2 | (xH]) P "(3) = -
S"(x) 4(2j(x+) SW f()g\/F %6

-15 -15 15

16 =

@ :E.(_EJ. nao_ 15 -
R W 16y/(x +1) 1647 2048

Vypocétené hodnoty dosadime do vztahu, vyjadiujiciho Taylortuv polynom :
1 -1 3 —-15

A .32 a2 256 a3, 2048 a4
T4(x)—2+1!(x 3)+ N (x—=3)"+ 3 (x-3)" + 4 (x-3)
+(x—3)_(x—3)2 +(x—3)3 _5(x—3)4
4 64 512 16384

Z obrazku, na kterém je znazornéna funkce y =+/x+1 a jeji aproximace Taylorovym poly-

nomem, je vidét podobnost funkei v okoli bodu x, =3.

Ty (x)
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Priklad 10.7.
Nahrad'te funkci f: y =sinx vintervalu (-1,1) Taylorovym polynomem 3. stupné a odhad-
néte chybu.
ReSeni: Podle véty 10.6. je f(x)=T (x)+ R, (x). Nejprve urc¢ime Taylortv polynom 3.
stupné funkce f:y=sinx Vbod€ x, =0.
f(x)=sinx, f(0)=0,
f'(x)=cosx, f'(0)=1,
fM(x)==sinx, f"(0)=0,
f""(x)=—=cosx, f'"'(0)=-1,

3
T,(x) :O+%(x—0)+%(x—0)2 +_?!l(x—0)3 :x—%.

_ sin(cr)

4
a1 x" pro ae(0,x).

3 (4)
Tedy sin x :x—);—'+R4(x), kde R, (x) = %-(x—oy‘

Vzhledem k tomu, ze |sin x| <1=M,je |R4 (x)| < %-‘x“‘.

1 1
4 24
Z uvedené¢ho piikladu je vidét, ze urcit Tayloruv polynom n-tého stupné je ¢asto mozné i bez

Pro x e (~1,1) bude pro chybu platit |R, (x)| <

pocitani derivaci vyssiho fadu :
} > 7 2n-1
sinx=7,(x) = 1= 4 = Do (<)
357 2n-1)!

,kden=1.2,....

Ulohy 10.2.1.
1. Pro danou funkci napiste Taylortiv polynom 3. stupné¢ v daném bod¢:

1
a) y=tgx, x,=0, b)y:l—, x,=—1,C) y=xsinx, x, =7.
- X
2. Pro danou funkci napiste Tayloritv polynom 4. stupné€ v daném bodé¢:
a) y=xe ", x,=0, Db) yzln(x—l), X,=2, C) y=cotgx, x, = g
3. Napiste TaylorGv polynom n-tého stupné funkce v daném bodé:
a)f:y=e"" vbodé x, =—1, b) f:y=In(x+1) vbodé x, =0,
1
C)f:yz—1 vbodé x, =0, d) f:y=e" vbodé x, =0,
X+
e) f:y=arctgx vbod¢ x, =0.
4. Napiste Taylorv polynom funkce f:y=x’+3x” —2x+4 vbodé x, =-1.
5. Nahrad’te funkci f':y =cosx Vv okoli bodu x, =0 Taylorovym polynomem 3. stupné a
odhadnéte chybu na intervalu (-0,1; 0,1).
6. Urcete hodnotu ¢isla e s chybou mensi nez 107
7. Urdete sin 18°s chybou mensi nez 10~ . Pouzijte pfitom MacLauriniiv polynom a poéitejte

pro hodnotu x = 187 =0,314159 .
180

8. Odhadnéte chybu vzorcti, zalozenych na pouziti Taylorovych polynomi :
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3 2

a) tgx=x+% pro x e (~0,1;0,1), b) Vx+1 =1+%—% pro x e (0,1).

Vysledky dloh 10.2.1.
VR bt Tosr s Lesy
1. 9) T3(x)—x+3x , b) T3_2+4(x+1)+8(x+1) +16(x+1) :

¢) Ty(x)=—n(x—n)+(x—n) +§(x—n)3.
2.a) T4(x):x—x2+%x3—éx4 b) T,=(x-2)- 2l(x—2)2+§(x—2)3—%(x—2)4 ,
0) T4:1—2[x—2j+2(x—EJ —§(x—3) +&(x—ﬁj.

4 4) 30 4) 3 4

3.a) Tn(x):1+%-(x+1)+%-(x+l)2+...+l'-(x+1)",

2 3 4

b) T,,(x):x-"7+%—"T+...+(—1)"+1 < Q) T(x)=1-x+x>—x*+...4(-1)"x

4 8 n x3 xS x2n—1
d) 7 (x)=1+2x+—x" + ot 8) T (x)=x—"—+"—+..+(-)"" .
VT =l g et L ) L) = s e CDT g

2

4. T,(x)=(x+1)° =5(x+1)+8, 5. cosx=1-

240000
o . . 1 1 1 1 1
6.Stacivolit n=6:e=1+1+—+—+—+—+—=2,71828.
2031 41 51 6!

(187zj3 [137[)5
_18z _\180) 185? =0,309017 .

180 3!

7. Stac¢i volit n =6 : sin18°

1
8.a) 2.10°°, b) —.
) )16

e Aproximace Lagrangeovym interpola¢nim polynomem
Tento zplisob aproximace se pouziva v piipadé, ze funkce f(x) je dana hodnotami v n+1

bodech. Nejcastéji to byva tabulka hodnot, vznikla jako vysledek méfeni nebo vypocti :

X; X, X, X,
J) | fO) | S | e | S|

Cisla x, nazyvame uzlové body. Aproximaci funkce mezi uzlovymi body nazyvame interpo-

laci (na rozdil od aproximace funkce vné uzlovych bodi, kterou nazyvame extrapolaci). Ci-
lem tlohy je najit funkci @(x), kterd body tabulky prochazi. Existuje jediny polynom, spliiu-
jici tento pozadavek. Jednou z moznosti, jak tento polynom urcit, je aproximace funkce f(x)

Lagrangeovym interpola¢nim polynomem.

Lagrangeiv interpolacni vzorec

Véta 10.7.: Necht je dano n+1 dvojic [x,, /(x,)], kde i =0,1,2,...,n
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Potom pro polynom L, (x) = f(x,).l,(x)+ f(x,).[,(x)+...+ f(x,).],(x), kde funkce

L =11 (x_—x")),plati L, (x,) = f(x,) pro viechna i = 0,1,2,....n.

i=0,i#k (xk —X;

Polynom L, (x) nazyvame Lagrangelv interpola¢ni polynom.

Pti vypoctu funkce /, (x) je tedy v Citateli vynechan vyraz (x—x,) a ve jmenovateli vyraz

(x, —x;).

Z vety 10.7. vyplyva, ze pomoci n+1 bodl je mozné vytvotit Lagrangetiv polynom stupné
nejvyse n.

Poznamka: Podobné jako u aproximace funkce f(x) Taylorovym polynomem plati
f(x)=L,(x)+R, (x), kde R (x) je chyba interpolace. Zname-li rovnici funkce f(x), plati
pro odhad chyby R (x) na intervalu, ktery obsahuje body x,,x,,x,,...,x,, vztah:

|(x—x0)(x—x1)...(x—xn)
(n+1)! o
je maximalni hodnota absolutni hodnoty derivace (n+1) fadu funkce f(x) natomto

R,

kde M, ,
intervalu.
Priklad 10.8.

Urcete Lagrangetiv polynom funkce prochazejici body z nésledujici tabulky
X, -1] 0 |23

f()lcl.) 1 |{-2|0(2]
Odhadnéte hodnotu této funkce v bodé x =1.
Reseni: Lagrangetv polynom jdouci zadanymi body ma tvar

Ly(x) = f(x0) - L (x) + f(x) - i (x) + f(x) - L, (x) + f(x3) - L5(x) .
Hodnoty f(x;) zname, je potfeba vypocitat koeficienty /,(x).

(x—x)x—x)(x—x;)  (x=0)(x-2)(x-3) :x3—5x2+6x

[y(x)= = ,
(xg =x)(xg =X, )(xy —x3)  (=1=0)(-1-2)(-1-3) —-12

I (x) = (x—x)x—x,)(x—x;)  (x+D(x-2)(x-3) X —4x>+x+6

B (= x )X, — )%, —x3)  (0+1)(0-2)(0-3) 6 ’

[, (x) neni potieba pocitat, protoze f(x,)=0,

(x—x)x—x)x—x,)  (x+D(x—-0)(x-2) x’—-x>-2x

l;(x) =

(X, —X)( —x)(x, —x,)  B+DB-03-2) 12
3 2 3 2 3 2
L3(x)=1‘x 5x +6x_2'x 4x +x+6+0+2'x X 2x=
—-12 6 12

— X’ #5x7 —6x—4x’ +16x> —4x—24+2x> -2x*—4x 1 5 19 , 7
= =——X +—x" ——x-2.
12 4 12 6

Priblizna hodnota funkce zadané tabulkou, v bod¢ x =1 je

1 19
D=L(D=—1T+—=1"-=1-2=——.
S@) = Ly(1) 1 > S <
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Piiklad 10.9.

Matematika

Urcete Lagrangeliv polynom pro funkci f: y =sin(mx), jestlize za uzlové body volime cisla

x,=0,x = l, X, = l Vypocitejte ptibliznou hodnotu funkce f v bodé x = 1 a odhadnéte
6 2 4

chybu, které se pti tom dopustite.

X, 0

1

ReSeni: Vytvoiime tabulku hodnot

1
2 .
1

S(x:) |0
Lagrangetiv polynom jdouci zadanymi body ma tvar
Ly (x) = f(xo) - L)+ f () - £, (%) + [ (x,) - [, (%)

Funkci /,(x) neni potfeba pocitat, protoze f(x,)=0.

) (x—o)(x—;j e o (x—o)(x—éj L
a62) Gl

Tedy celkem L, (x) = 0+%-(—18x2 +9x)+1-(6x* —x) = -3x7 +%x.

Ptiblizna hodnota funkce y = sin(mx) v bodéx:ije f (i) =L, (i) =0,6875.

|(x = Xp)(x —x )(x —x, )| .
3!
Hodnotu M, uréime pomoci 3. derivace y” = (sin(mx))” = —n’ - cos(mx) .

sin(1x) = L, (x) + R, (x) , kde [R, (x)| < M.

Pro tuto derivaci na intervalu <O%> plati ‘— T .cos(nx)‘ <nt'=M,.
1 I 1 I 1
=0 || === ===
(1] 4 4 6)\4 2) , =
R, 2

< = =0,0269 .
Skute¢na chyba aproximace je sm(gj —-0,6875 =0,7071 - 0,6875 = 0,0196 .

Chyba

3! 1152

Ulohy 10.2.2.
1. Napiste Lagrangetv interpola¢ni polynom pro funkci danou tabulkou :

X, -1(1(3 x, |24 6 x, |1 (314]5

a) , b) , )

f(;c,.) 2104 f()lcl.) 113]-2 f()lci) —1lof2]1

x, |-210|2|4
fx)|=3|-1]|0]|1]

d)
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2. Napiste Lagrangetv interpolac¢ni polynom pro funkci f:y = cos%x, jestlize volite uzlové

body x, = —%,xl =0,x,=1. UrCete pfibliznou hodnotu funkce f(x) v bodé¢ x = —% a od-

hadnéte chybu této aproximace.
3. Napiste Lagrangetv interpolac¢ni polynom pro funkci f:y=1Inx, jestlize volite uzlové

body x, =2, x, =3, x, =4 . Urcete pfibliznou hodnotu funkce f(x) vbodé x=2,5 a odhad-
néte jeji chybu.

4. S jakou chybou lze urcit hodnotu V115 pomoci Lagrangeova interpolacniho polynomu
funkce f:y =+/x, zvolime-li za uzlové body &isla x, =100, x, =121, x, =1447?

Vysledky uloh 10.2.2.

3 1 7 25
1. a) Lz(x): sz - X+ Z, b) L2 ()C):—gxz“r‘TX -8,
1 9 1 1 2
0) L(x)=——x+ 2x? ~11x+6, d) L,(x)=—x* — ~x?— Zx—1.
) 3(x) 2x 2x X ) 3(x) 48x 8x 3x
1, | 1
2. Lz(x):—g-(Zx +x-6), LZ(_E):L Rz(—E) <0,07.

3. L,(x) =—-0,05892x" +0,7x - 0,4713, L,(2,5)=0,91045 , |R,(2.,5)/<0,0156.
4. |R,(x)[<16.107.

e Metoda nejmenSich ¢tvercu

Tuto metodu pouzivame pro aproximaci funkce dané tabulkou, jsou-li hodnoty y, = f(x,)
zatiZzeny chybami (naptiklad pfi méfeni) nebo je-li jich velky pocet. V téchto pfipadech nepo-
Zadujeme, aby aproximacni funkce ¢(x) body souboru prochazela, ale prokladame je poly-

nomem nebo jinou funkci tak, aby soucet ¢tvercti odchylek aproximacni funkce ¢(x) od hod-

not z tabulky y, = f(x,) (tj. soudet > (¢(x,)—,)*) byl co nejmensi.

k=1

y = ax+b

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

Xo x
K aproximaci pouzivame piimku, parabolu, exponencidlni funkci atd. podle toho, na jakou
zavislost mezi body souboru usuzujeme:
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a) V ptipad¢ linearni zavislosti aproximujeme soubor bodu [xi, yi]pfimkou y=ax+b, kde

koeficienty a a b uréime feSenim soustavy:
ainZ +b2xl_ = le.yl.
i=1 i=1 i=1
ain +b21 = Zyi
i=1 i=1 i=1

Pti vypoctu potiebnych souctli pfitom pouzivame nésledujici tabulku:

2
X; Yi X; X Vi

zxi Zyi Z'xiz ixiyi
il

i=l i=l i=1

b) !*IPfi aproximaci souboru bodii parabolou y = ax® +bx+c uréime koeficienty a, b, ¢ fe-

Senim soustavy:
n n n n
a2x§+b2xk+021 :Zyk
k=1 k=1 k=1 k=1
n n 1n n
aZx,f + be,f + chk = Zxkyk
k=1 k=1 k=1 k=1
n n n n
aZx,f + be,f + ch,f = Zx,fyk
k=1 k=1 k=1 k=1

Prvni fadek vypocetni tabulky mé pak tvar:

2 3 4 2
X |y | xi | x| x| Xy | Xy

1 1 1 I

¢) I*IPokud dochazi k rychlej$imu nez linearnimu ristu, lze pouzit k vyrovnani exponencial-
ni funkeci y =b.a”.

Zlogaritmujeme-li tuto rovnici I y=mIhb+xha

a oznaCime Y=Iny,B=Inb, A=lha

dostaneme linedrni funkci Y=B+x4

Pro vypocet koeficient A, B (resp. Inb,In a) pak mizeme pouzit rovnice

Azn:xi2+BZn:xi :ixiYi lnazn:xiz+lnbixi :Zn:xilnyi
i=1 i=1 i=1 nebO i=1 i=1 i=1

Azn:xi +BZn:I:Zn:Yi lnazn:xl. +hlbilzzn:1nyi
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
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Na zavér vyjadiime hledané koeficienty a =™, b=¢"".

Prvni fadek vypocetni tabulky ma pak tvar: | x, | y, | x7 |Iny, | x,Iny,

Pokud jsou hodnoty y zaporné, pfi¢teme k nim vhodné ¢islo k tak, aby y + 4 >0. Divodem je
pozadavek, aby logaritmovany vyraz byl kladny.
Prvni fadek tabulky mé tvar: | x, | v, | v, +k | x7 | In(y, +k) | x.In(y, +k) |.

Priklad 10.10.
Metodou nejmensich &tverct vyrovnejte primkou body : [-1,5], [1,0], [2,-2], [3.- 7],

[5, - 10] . Nacrtnéte obrazek.
ReSeni: Hledana piimka ma rovnici y = ax+b . Koeficienty a a b uréime fesenim soustavy :

n n n
azxz? +b2xi = inyi

~ — —~

l}’l lﬂ }’ll !
ale. +bZl = Zyi

i=1 i=1 i=1

Nejprve vsak pomoci tabulky vypocitdme jednotlivé sumy, pticemz pocet zadanych bodu je

n=>5.

X Vi XY 'xi2
1 5 _5 1 Odpovidajici soustava ma tvar
1 0 0 1 a-40+5b-10=-80
) ) _4 4 a-10+ b-5=-14
3 —7 -21 9 Pfi¢teme-li k prvni rovnici (-2)-nasobek druhé rovnice,
5 ~10 ~50 75 | dostaneme rovnici
10 [-14 | -80 40 20a =-52.
5 5 5 s Tedy a=-2,6 a b=2,4.
Z‘xi Zyi in'yi in
i=1 i=1 i=1 i=1

Ptimka, aproximujici dané body metodou nejmensich ¢tvercti ma tvar y = -2,6x +2.,4.

Na zavér do souradnicové soustavy nakreslime zadané body i nalezenou ptimku.

Priklad 10.11.
Metodou nejmensich ¢tvercti aproximujte exponencialni funkci y =b-a” body
x, | -1 0] 1 2

1

y, [—16|1[18 158 |
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Reseni: Koeficienty a a b hledané exponencialni funkce uréime fesenim soustavy :
In ale.z + hlexl. = le. Iny,
i=1 i=1 i=1

lnazn:xi +1ann:1 = ilnyi
i=1 i=1 i=1

Protoze hodnota y, je zapornd, pficteme ke vS§em hodnotdm y, ¢islo 2.
Pomoci tabulky vypocitame jednotlivé sumy, pficemz pocet zadanych bodt n =4.

x|y | y+2 x| In(y+2) | x-In(y+2)
~1/-16| 04 | 1] -092 0,92
2158|160 | 4| 507 | 1004
2| - - | 6| 8255 14,06

Ina-6+mnb-2=14,06
Ina-2+mb-4=8255"
Pricteme-li ke druhé rovnici (-2)-nasobek prvni rovnice, dostaneme rovnici
—10.Ina = -19,865 .
Odtud Ina=1,9865 = a=¢€"* =7,29, mnb=e""=1,07=5b=2917.
Tedy y+2=2,917-7,29".
Exponencialni funkce, kterd aproximuje dané body metodou nejmensich ¢tvercti ma rovnici
y=2917-7,29" -2.

Odpovidajici soustava ma tvar

Ulohy 10.2.3.
1. Vyrovnejte soubor pfimkou metodou nejmensich ¢tverct a nacrtnéte graf:
| =2]=1{0|1] 2| 3 x, [=3|1(3] 4] 5
a)| . ,
v, | 3 1 (1 |1]|-1]-3 yvi| 2 12]0]-1]-2
0 x, |=3|-110|2[3|5]|6 ) x, |112|3]14|5|6|7
vi| 616 [3[2(01]=1" 7|y |1|2|4]4]|4]|6]|6]
2. Aproximujte soubor bodil exponencidlni funkei y = b-a* metodou nejmensich Ctverci:
x, |0 [1]2]3]4 x, |-110|1|3|4]6
a) , b) :
y, 2012531 y, | 1 [1]4]15]40 ]9
=110 (1]2]3 10|12 3| 4
o) |- , o) .
v, |2 (3[8]25]60 y, |[15]7]0]-2|-4

Vysledky tloh 10.2.3.

36 89
La)y=—"Cx+- = b)y=—05r+12, €)y==079x+378,d) y=082x+057.
2.8) y=22,4952-0,4782%, b) y = 1,6639-2,044%, C) y = 3,84 .2,44",

d) y+5=22,51-0,48" = y =22,51 -0,48" 5.
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Shrnuti kapitoly

I*IAlgebraické rovnice a jejich FeSeni graficky a numericky.

Rovnice tvaru P,(x) =0nazyvame algebraické rovnice. Neumime-li kofeny rovnice urcit
piesné, pouzivame k jejich pifibliznému urceni grafickou nebo numerickou metodu. Zakla-
dem numerického fesSeni je separace kotfentll a jejich aproximace napi. metodou pileni inter-
valu.

I*1Aproximace funkce pomoci Taylorova polynomu.

Aproximovat funkci y = f(x) vbodé¢ x, Taylorovym polynomem znamena najit takovy
polynom 7, (x), ktery funkci f(x) co nejlépe napodobuje v okoli bodu x,, .

Aproximace funkce pomoci Lagrangeova interpola¢niho polynomu.

Aproximovat body [xl. , f(x, )] Lagrangeovym interpolaénim polynomem znamena najit tako-
vy polynom L (x), ktery danymi body prochazi.

Aproximace funkce metodou nejmensich ¢tverci.

Aproximovat body [x,,y.] funkci ¢(x) metodou nejmensich &tverci znamena najit takové
koeficienty této funkce, aby soucet ¢tverci vzdalenosti bodu [x,., yi] od bodu kiivky
[xl.,(p(xl.)] byl co nejmensi. Za funkci ¢(x) nejcastéji volime piimku, parabolu nebo expo-

nencialni funkci podle toho, na jakou zavislost bodil usuzujeme.

Klicové pojmy

e algebraickd rovnice,

e grafické a numerické feSeni algebraické rovnice,
e Taylorliv polynom,

e Lagrangetlv interpolacni polynom,

e metoda nejmensich ¢tverci.

Samostatny test

A. Teoreticka cast

1. Rozhodnéte o pravdivosti nasledujicich tvrzeni :

a) Rovnice 3x’ +4x’ —x =0 je algebraickou rovnici 3. stupné.

b) Kazda algebraicka rovnice lichého stupné ma aspon jeden realny kofen.
¢) Rovnice P,(x)=0 ma vzdy sudy pocet kofentl, nebo adny.

d) Rovnice x’ —1=0 ma tfi komplexni koteny.
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e) Algebraicka rovnice 9x° —4x* + x* +1=0se nazyva normovana.

f) Separaci kofeni rovnice rozumime uréeni intervalu, ve kterém lezi vSechny kofeny dané
rovnice.

g) Tayloriv polynom pouzivame pro uréeni kofenti dané rovnice.

h) Pomoci Hornerova schématu lze urcit pouze piirozené kofeny algebraické rovnice.

2. Urceni intervalt, ve kterych lezi prave jeden kofen dané rovnice, nazyvame :

a) separace kotfentli, b) aproximace kotent, c¢) derivace kotend.

3. Aproximujeme-li funkci tak, Ze najdeme polynom, ktery prochazi danymi body, nazveme
tuto metodu aproximaci funkce : a) pomoci Taylorova polynomu, b) pomoci Lagrangeova
interpolacniho polynomu, c¢) metodou nejmensich ¢tvercu.

4. Je-li kofenem jisté algebraické rovnice komplexni ¢islo x =1- Jeéi, pak tato rovnice ma
také koten : @) x = —1++/6i, b)x =1++/6i, ¢)x=—1—+/6i.

B. Prakticka cast

1. Pomoci Hornerova schématu urcete vSechny kotfeny algebraické rovnice:

a) P(x)=x"—x"—6x> +4x+8,

b) P(x)=x" —9x* +27x> —47x* +72x - 60.

2. Uréete realné kofeny binomické rovnice : a) x* +8=0, b) x®* -1=0.

3. Reste algebraické rovnice s presnosti alespoi 0,05 :

a) x° +2x° —4 =0 s piesnosti 0,06,

b) x> — 6x + 3 =0 s ptesnosti 0,05,

c)x’ —2x° —8 =0 s ptesnosti 0,08.

4. Pro danou funkci napiste Taylortiv polynom 3. stupné v daném bodé :

a) y=cotgx, x,=0 (x,=1),

b)y=m(1-2x), x,=0,(x, =—1),

C)f:y=\/ﬁ

5. Napiste Taylortv polynom n-té¢ho stupné funkce v daném bodé:
a) f:y=Ihx vbodé¢ x, =1,

b) f:y=(1+x)-e" vbodé x, =0,

, X =0.

C)f:y=2x vbod¢ x, =0.
6. Urdete cos 84°s chybou mensi nez 107,
Pouzijte pfitom Tayloriiv polynom kde x, = g a pocitejte pro x = % .
7. NapiSte Lagrangetv interpolaéni polynom pro funkci danou tabulkou:
, -2 1 |4 , =203 (0|1
a) | by .
fay | 2 [-3]1 fx)| 4 [=2]1]0

8. S jakou presnosti Ize ur¢it pomoci Lagrangeova interpola¢niho polynomu hodnotu vyrazu
In(100,5), zname-li hodnoty In(100), In(101), In(102), In(103) ?

9. Vyrovnejte soubor piimkou metodou nejmensich ¢tvercii a nacrtnéte graf:
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x, |=-3|-210|1]3 X;

213

4

a) d ,b)
v, |=7]-3|-1]|1]|4 v, |2

3125

2115

19

10. Aproximujte soubor bodl exponencialni funkci y = b-a* metodou nejmensich ¢tverci:

x[1][2]al6[8]10 X,

-1 10

1

2

a) —  b)

v, |2]3]8]19]50 212 y,

-1,6

18
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